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Remarques sur le premier cas du the´ore`me de Fermat
sur les corps de nombres
Alain Kraus
Abstract. The first case of Fermat’s Last Theorem for a prime exponent p can some-
times be proved using the existence of local obstructions. In 1823, Sophie Germain has
obtained an important result in this direction by establishing that, if 2p + 1 is a prime
number, the first case of Fermat’s Last Theorem is true for p. In this paper, we investi-
gate such obstructions over number fields. We obtain analogous results on Sophie Germain
type criteria, for imaginary quadratic fields. Furthermore, extending a well known state-
ment over Q, we give an easily testable condition which allows occasionally to prove the
first case of Fermat’s Last Theorem over number fields for a prime number p ≡ 2 mod. 3.
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INTRODUCTION
Soient K un corps de nombres et p un nombre premier impair. On dit que le premier
cas du the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p, s’il n’existe pas d’e´le´ments
x, y, z dans l’anneau d’entiers OK de K tels que
xp + yp + zp = 0 et (xyz)OK + pOK = OK .
En 1994, A. Wiles a de´montre´ qu’il en est ainsi pour le corps Q, inde´pendamment du fait
que xyz soit premier avec p ([Wi]). En 2004, ce re´sultat a e´te´ e´tendu au corps Q
(√
2
)
par F. Jarvis et P. Meekin ([Ja-Me]). Re´cemment, N. Freitas et S. Siksek ont accompli des
progre`s importants concernant l’e´quation de Fermat sur les corps totalement re´els ([Fr-Si]).
On s’inte´resse dans cet article au premier cas du the´ore`me de Fermat. Il est bien
connu que la pre´sence d’obstructions locales permet de le de´montrer sur Q pour certains
exposants p. Historiquement, le premier re´sultat spectaculaire a` ce sujet a e´te´ obtenu par
S. Germain en 1823, qui a de´montre´ que si 2p+1 est un nombre premier, le premier cas du
the´ore`me de Fermat est vrai sur Q pour l’exposant p. Cet e´nonce´ a e´te´ ge´ne´ralise´ par de
nombreux mathe´maticiens, notamment par Wendt en 1884 qui a obtenu une ge´ne´ralisation
en termes du re´sultant des polynoˆmes de la forme Xn − 1 et (X + 1)n − 1 (voir [Co-2] p.
430 et [Ri] p. 137). On se propose ici de de´montrer un analogue du crite`re de Wendt dans
le cas ou` K est un corps quadratique imaginaire.
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Par ailleurs, si pour tout entier a compris entre 1 et p−32 , on a
1 + ap 6≡ (1 + a)p mod. p2,
le premier cas du the´ore`me de Fermat est vrai sur Q pour l’exposant p ([Co-2] p. 430).
Cette condition ne peut eˆtre satisfaite que si 3 ne divise pas p− 1. F.H. Hao et C.J. Parry
ont e´tendu ce crite`re aux corps quadratiques dont l’anneau d’entiers posse`de un ide´al
premier au-dessus de p de degre´ re´siduel 1 ([Ha-Pa]). On obtient ici une ge´ne´ralisation
de cet e´nonce´ a` d’autres familles de corps de nombres. Pour tout nombre premier p ≥ 5
ve´rifiant cette condition modulo p2, cela permet par exemple d’e´tablir le premier cas du
the´ore`me de Fermat pour p, sur les corps cubiques purs, et sur des corps purs de degre´ sur
Q arbitrairement grand.
J’ai be´ne´ficie´ de nombreuses remarques de D. Bernardi pendant la re´daction de cet
article. Je l’en remercie vivement ici.
I. E´nonce´ des re´sultats
Pour tout corps de nombres K, notons OK son anneau d’entiers et hK son nombre de
classes. La lettre p de´signe un nombre premier impair.
1. Le crite`re de Wendt sur les corps quadratiques imaginaires
SoitK un corps quadratique imaginaire. Pour tout entier n ≥ 1, notonsWn le re´sultant
des polynoˆmes Xn − 1 et (X + 1)n − 1.
The´ore`me 1. Supposons les conditions suivantes satisfaites :
1) on a hK 6≡ 0 mod. p.
2) Il existe n ≥ 1 tel que q = np+ 1 soit un nombre premier de´compose´ dans K et que
(nn − 1)Wn 6≡ 0 mod. q.
Alors, le premier cas du the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p.
Remarque 1. Le nombre premier p e´tant donne´, il n’existe qu’un nombre fini d’entiers
n pour lesquels np + 1 soit un nombre premier ne divisant pas Wn. Plus pre´cise´ment,
Dickson a de´montre´ en 1909 que tout nombre premier de la forme np+ 1, plus grand que
(p−1)2(p−2)2+6p−2, divise Wn ([Ri] p. 301). De plus, Wn = 0 si 6 divise n. La question
de savoir si pour tout p, il existe n tel que np+ 1 soit un nombre premier ne divisant pas
Wn est toujours ouverte. Elle a e´te´ pose´e par Flye Sainte-Marie en 1880 et par Landau
en 1913 (loc. cit.). Pour autant, on constate expe´rimentalement que la seconde condition
du the´ore`me est tre`s souvent re´alise´e en pratique, excepte´ comme il se doit pour le corps
Q
(√−3) ou` elle ne l’est jamais si p ≥ 5, a` cause de la pre´sence des racines cubiques de
2
l’unite´. Si K n’est pas Q
(√−3), il est plausible qu’elle le soit toujours de`s que p est plus
grand qu’une constante ne de´pendant que de K.
On de´duit de l’e´galite´ W2 = −3 un analogue du re´sultat de S. Germain sur K.
Corollaire 1. Supposons hK non divisible par p et que 2p + 1 soit un nombre premier
de´compose´ dans K. Alors, le premier cas du the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour
l’exposant p.
Corollaire 2. 1) Si l’on a p ≤ 106, le premier cas du the´ore`me de Fermat est vrai sur le
corps Q(i) pour l’exposant p.
2) Si 4p + 1 ou 8p + 1 ou 16p+ 1 est premier, le premier cas du the´ore`me de Fermat est
vrai sur Q(i) pour l’exposant p.
De´monstration : On a hQ(i) = 1 et l’on peut ve´rifier la seconde condition du the´ore`me
pour p ≤ 106 a` l’aide du logiciel de calculs Pari, environ en cinq minutes ([Pari]). Tout
nombre premier congru a` 1 modulo 4 est de´compose´ dans Q(i). Les factorisations de
(nn− 1)Wn pour n = 4, 8, 16, permettent alors d’e´tablir la seconde assertion (cf. loc. cit.).
A` titre indicatif, sur le corps Q(i), la liste des couples (p, n) pour p < 100, avec les
plus petits entiers n pour lesquels le crite`re fonctionne est la suivante :
(3, 4), (5, 8), (7, 4), (11, 8), 13, 4), (17, 8), (19, 40), (23, 20), (29, 8), (31, 76), (37, 4), (41, 20),
(43, 4), (47, 20), (53, 20), (59, 20), (61, 16), (67, 4), (71, 8), (73, 4), (79, 4),
(83, 32), (89, 44), (97, 4).
2. Obstructions locales modulo p2
The´ore`me 2. Soient K un corps de nombres et p un nombre premier impair. Supposons
les conditions suivantes satisfaites :
1) il existe un ide´al premier de OK au-dessus de p, de degre´ re´siduel sur p e´gal a` 1, et
d’indice de ramification sur p infe´rieur ou e´gal a` p− 1.
2) On a
(1) 1 + ap 6≡ (1 + a)p mod. p2 pour tout a = 1, 2, · · · , p− 3
2
.
Alors, le premier cas du the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p.
Remarque 2. La condition (1) de l’e´nonce´ ne peut eˆtre re´alise´e que si p = 3 ou
si p ≡ 2 mod. 3. En effet, si p 6= 3, le polynoˆme (X + 1)p − Xp − 1 est divisible par
3
p(X2 + X + 1) et les racines cubiques de l’unite´ appartiennent a` Fp si p ≡ 1 mod. 3.
L’ensemble des nombres premiers p < 150 qui la ve´rifie est
{
3, 5, 11, 17, 23, 29, 41, 47, 53, 71, 89, 101, 107, 113, 131, 137, 149
}
.
Expe´rimentalement, on constate qu’environ 84 pour cent des nombres premiers congrus a`
2 modulo 3 satisfont la condition (1). Par exemple, il y a 39265 nombres premiers impairs,
congrus a` 2 modulo 3, plus petits que 106, et 33316 d’entre eux passent positivement le
test ; il y en a 30870 qui sont irre´guliers et 13192 d’entre eux satisfont la condition (1).
Corollaire 3. Soit p un nombre premier ≥ 5 ve´rifiant la condition (1). Soit d un entier
rationnel distinct de ±1. Supposons que l’on soit dans l’un des cas suivants :
1) K = Q
(
3
√
d
)
ou` d est sans facteurs cubiques,
2) K = Q
(
n
√
d
)
ou` p ne divise pas dn, d est sans facteurs carre´s et n ≡ 1 mod. p− 1,
3) K est une extension de Q, totalement ramifie´e en p, dont le degre´ sur Q est infe´rieur
ou e´gal a` p− 1.
Alors, le premier cas du the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p.
Remarque 3. Dans l’e´nonce´ de la seconde assertion, l’hypothe`se selon laquelle d est
distinct de ±1 et sans facteurs carre´s, sert a` garantir que le polynoˆmeXn−d est irre´ductible
sur Q. Par ailleurs, si l’on spe´cifie d et p, on peut obtenir un e´nonce´ plus pre´cis. A` titre
indicatif, si n est un entier impair non multiple de 5, le premier cas du the´ore`me de Fermat
est vrai sur le corps Q
(
n
√
3
)
, pour l’exposant p = 5.
II. De´monstration du the´ore`me 1
Soit (x, y, z) un triplet d’e´le´ments de OK tel que
xp + yp + zp = 0 et (xyz)OK + pOK = OK .
Posons
D = xOK + yOK .
On a les e´galite´s
(2) D = xOK + zOK = yOK + zOK .
1. Lemmes pre´liminaires
Les e´galite´s (2) et le lemme qui suit n’utilisent pas le fait que K est un corps quadra-
tique imaginaire.
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Lemme 1. L’ide´al
(x+ y)OK
D
est la puissance p-ie`me d’un ide´al de OK .
De´monstration : On a l’e´galite´
(x+ y)s = −zp ou` s =
p−1∑
k=0
xp−1−k(−y)k.
Parce que x et y sont dans D, l’ide´al Dp−1 divise sOK . On obtient l’e´galite´ d’ide´aux de OK
(
(x+ y)OK
D
)(
sOK
Dp−1
)
=
(
zOK
D
)p
.
Il suffit ainsi d’e´tablir que l’on a
(x+ y)OK
D
+
sOK
Dp−1
= OK .
Soit q un ide´al premier non nul de OK divisant
(x+y)OK
D
. Il s’agit de montrer que q ne
divise pas sOK
Dp−1
. Pour cela, on ve´rifie par re´currence que pour tout k ≥ 1, on a
(−y)k ≡ xk mod. qDk.
Pour tout k compris entre 0 et p− 1, on a donc
xp−1−k(−y)k ≡ xp−1 mod. qDp−1,
d’ou` la congruence
s ≡ pxp−1 mod. qDp−1.
Supposons que q divise sOK
Dp−1
. L’ide´al qDp−1 divise alors (pxp−1)OK . Par ailleurs, l’e´galite´
(xyz)OK + pOK = OK entraˆıne que qD
p−1 est premier avec pOK , donc qD
p−1 divise
xp−1OK . On en de´duit que q divise
xOK
D
, puis que x est dans qD. L’e´le´ment x + y e´tant
aussi dans qD, il en est de meˆme de y. Cela contredit le fait que D est le plus grand
commun diviseur de xOK et yOK , d’ou` le lemme.
Le fait que K soit un corps quadratique imaginaire intervient de´sormais de fac¸on
essentielle. On supposera de plus, ce qui n’est pas restrictif,
K 6= Q(√−3).
En effet, on a h
Q
(√
−3
) = 1, la seconde condition du the´ore`me 1 est satisfaite pour p = 3
(avec n = 2) et ne l’est pas si p ≥ 5. Par ailleurs, il est connu que le premier cas du
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the´ore`me de Fermat est vrai sur Q
(√−3) pour l’exposant p = 3. Le the´ore`me 1 est donc
vrai pour le corps Q
(√−3).
Par hypothe`se, p ne divise pas hK . Il existe donc t ∈ N tel que p divise thK+1. L’ide´al
DhK est principal. En particulier, il existe d ∈ OK tel que l’on ait
(3) DhKt = dOK .
Lemme 2. Il existe des e´le´ments non nuls a, b, c dans OK tels que l’on ait
d(x+ y) = ap, d(x+ z) = bp, d(y + z) = cp.
De´monstration : D’apre`s le lemme 1, il existe un ide´al I de OK tel que l’on ait l’e´galite´
(x+ y)OK = DI
p. On a donc
(
D
hKt+1
p I
)p
= d(x+ y)OK .
Parce que p ne divise pas hK , l’ide´al D
hKt+1
p I est principal. Le corps K e´tant quadratique
imaginaire, distinct de Q
(√−3), les unite´s de OK sont des puissances p-ie`mes dans OK (y
compris si p = 3), d’ou` l’existence d’un e´le´ment a ∈ OK tel que d(x+ y) = ap. Les e´galite´s
(2) et (3) entraˆınent alors le re´sultat.
Soit n ≥ 1 un entier tel que q = np + 1 soit un nombre premier ve´rifiant la seconde
condition de l’e´nonce´ du the´ore`me.
Lemme 3. Chaque ide´al premier de OK au-dessus de q divise (xyz)OK .
De´monstration: Supposons qu’il existe un ide´al premier q de OK au-dessus de q ne
divisant pas (xyz)OK . Il existe alors u ∈ OK tel que l’on ait
u ≡
(x
z
) q−1
n
mod. q.
Le corps OK/q est de cardinal q, d’ou` la congruence
un = 1 mod. q.
L’e´galite´ xp + yp + zp = 0 implique
u+ 1 ≡ −
(y
z
) q−1
n
mod. q.
On obtient (n est pair)
(u+ 1)n ≡ 1 mod. q,
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ce qui entraˆıne que q divise Wn, d’ou` une contradiction et le re´sultat.
2. Fin de la de´monstration du the´ore`me 1
Quitte a` diviser l’e´galite´ xp + yp + zp = 0 par une puissance convenable de q, on peut
supposer que (x, y, z) n’est pas nul modulo qOK . Il existe donc un ide´al premier q de OK
au-dessus de q tel que (x, y, z) soit non nul modulo q. Notons vq la valuation sur K qui lui
est associe´e. D’apre`s le lemme 3, on peut supposer que l’on a
vq(z) ≥ 1,
auquel cas on a
vq(x) = vq(y) = 0.
En particulier, q ne divise pas D et d’apre`s l’e´galite´ (3), on a
vq(d) = 0.
Par suite, on a vq
(
d(y + z)
)
= 0 et d’apre`s le lemme 2 on obtient
vq(c) = 0.
Pour la meˆme raison, on a
vq(b) = 0.
L’e´galite´ 2dz = bp + cp − ap (lemme 2) et l’hypothe`se selon laquelle q ne divise pas Wn,
impliquent alors (comme dans la de´monstration du lemme 3)
vq(a) ≥ 1.
Il en re´sulte que l’on a
vq(x+ y) ≥ 1.
On a ainsi l’e´galite´
d(−zp) = aps avec s =
p−1∑
k=0
xp−1−k(−y)k,
et la congruence
s ≡ pxp−1 mod. q.
On en de´duit que vq(s) = 0, donc
z
a
est une unite´ modulo q. On a dx ≡ bp mod. q, d’ou`
p ≡ s
xp−1
≡
(−bz
xa
)p
mod. q.
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Le corps OK/q est de cardinal q et on a np = q − 1, d’ou` pn ≡ 1 mod. q, puis
pn ≡ 1 mod. q.
Puisque n est pair, on obtient
1 = (−1)n = (np− q)n ≡ nnpn ≡ nn mod. q,
ce qui conduit a` une contradiction, d’ou` le the´ore`me.
III. De´monstration du the´ore`me 2
Elle est analogue a` celle du the´ore`me 1 de [Ha-Pa]. Soit p un ide´al premier de OK
au-dessus de p de degre´ re´siduel 1. Notons vp la valuation sur K qui lui est associe´e. Posons
e = vp(p) l’indice de ramification de p sur p. Supposons qu’il existe x, y, z dans OK tels
que l’on ait
xp + yp + zp = 0 et vp(xyz) = 0.
Les corps OK/p et Fp e´tant isomorphes, il existe x0, y0, z0 ∈ Z non divisibles par p tels que
x ≡ x0 mod. p, y ≡ y0 mod. p, z ≡ z0 mod. p.
Il en re´sulte que l’on a
vp(x
p − xp0) ≥ Inf(e+ 1, p) = e+ 1,
d’ou` la congruence
xp0 + y
p
0 + z
p
0 ≡ 0 mod. pe+1.
On en de´duit que l’on a
xp0 + y
p
0 + z
p
0 ≡ 0 mod. p2.
En particulier, on a
x0 + y0 + z0 ≡ 0 mod. p,
d’ou`
(x0 + y0)
p + zp0 ≡ 0 mod. p2,
puis
(x0 + y0)
p ≡ xp0 + yp0 mod. p2.
On obtient
(4) 1 + ap ≡ (1 + a)p mod. p2 avec a ≡ x−10 y0 mod. p2.
On a a 6≡ 0 mod. p et a 6≡ −1 mod. p car p ne divise pas z0. Parce que (4) ne de´pend que
de la congruence de a modulo p, on peut supposer que l’on a 1 ≤ a ≤ p − 2. Si a = p−12 ,
alors a = 1 est aussi solution de (4). Si l’on a p−12 < a ≤ p− 2, alors p− 1− a satisfait (4)
et 1 ≤ p− 1− a ≤ p−32 . Cela contredit la condition (1), d’ou` le re´sultat.
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IV. De´monstration du corollaire 3
1) On a p ≡ 2 mod. 3 car p satisfait la condition (1). Dans l’anneau d’entiers de
Q
(
3
√
d
)
, il existe donc un ide´al premier au-dessus de p de degre´ re´siduel 1 ([Co-1], cor.
6.4.15 et th. 6.4.16), d’ou` la premie`re assertion.
2) Posons K = Q
(
n
√
d
)
. Le polynoˆme Xn − d est irre´ductible sur Q, de discriminant
(−1)n(n−1)2 nndn−1.
La congruence n ≡ 1 mod. p − 1 implique dn ≡ d mod. p. Le fait que p ne divise pas dn
entraˆıne alors l’existence d’un ide´al premier de OK au-dessus de p non ramifie´ de degre´
re´siduel 1 ([Co-1], th. 4.8.13), d’ou` le re´sultat.
3) La dernie`re assertion est une conse´quence directe du the´ore`me 2.
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